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Abstract. This paper, self-contained, deals with the study of Clifford Algebras asso-
ciated with n-dimensional skew-hermitian spaces over the skew field H. The different
structures associated with the spaces S of corresponding spinors are given and the
natural imbeddings of associated spinor groups are revealed.

1. Introduction

On counsidere le groupe U, (FE,b) dit groupe symplecto-quaternionien, groupe
unitaire d’une forme sesquilinéaire b non dégénérée H-anti-hermitienne sur un
espace vectoriel quaternionien & droite E sur H. On définit T par T'(x) = zj.
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T est un opérateur anti-linéaire de l'espace vectoriel ), sous-jacent a E et
est méme une o-semi-similitude de )", - (o désigne la conjugaison usuelle de
C) -SU,(E,b) s’identifie au groupe noté SO*(2n), dans la classification de Elie
Cartan. C’est donc essentiellement & SO*(2n), appelé faute de mieux, groupe
spécial symplecto-quaternonien, qu’on va s’intéresser. On considere I’algebre de
Clifford Cy,,, paire naturellement associée & la forme quadratique attachée a
a(x,y), forme bilinéaire symétrique complexe, composante suivant j de b(z, y).
C’;“n est une algebre complexe, composée directe de deux sous-algebres centrales
simples complexes isomorphes & m(2"~! C), comme on le vérifie. On définit
une semi-involution 7' de Cy | o-semi-automorphisme de Cj, naturellement
associé a T'.

Comme SO*(2n) est le commutant de T dans SO(2n,C), on introduit alors
lalgebre réelle Cl3, = {g € Cf : T(g) = g} de telle sorte que CI3, est
toujours isomorphe & m(2"~1, C) et que dimg Cl3,, = 22"~1. On définit la no-
tion d’application de Clifford de type symplecto-quaternionien. C13, apparait
comme solution d’un probléme universel associé a une application de Clif-
ford universelle. On définit ensuite les groupes de révetements RSO*(2n) et le
groupe spinoriel correspondant noté Spins,. Puis on s’intéresse a l'espace S
des spineurs associé a Cl3,,. S est naturellement muni d’une structure pseudo-
hermitienne neutre telle que Spin}, C SU(2"~2 2n=2).

2. Algebres de Clifford des Espaces Pseudo-Euclidiens Réels et des
Espaces Quadratiques Reguliers sur C

2.1. LES ALGEBRES DE CLIFFORD C, s ET C;f,

Soit V' = E, ; I'espace pseudo-euclidien standard, de dimension m = r + s, de
type (r,s), [2,a],[2,e],[5].

On note (z|y) = alyt +...+a"y" —a"Fly" L — 2"y son produit scalaire.
C(V) = C, s désigne lalgébre de Clifford de V, quotient de QE,. s par I'idéal bi-
latere engendré par les éléments {z®@z—(z|z).1,z € V}. On utilise, ici, les nota-
tions de [5] et [6]. C'(V') est une algebre associative unitaire de dimension 2™ sur
R. 7 désigne Uinvolution naturelle de C(V'); T lanti-automorphisme principal
de C(V), unique antiautomorphisme de C(V') laissant invariants les éléments
de V - 7 est une anti-involution de I’algébre C(V) -; v = moT = Tom est la con-
jugaison de C(V'). Cf, = C*(V) est la sous-algebre des éléments de C(V), de
dimension 2™~ ! sur R. Comme dans [5], on convient d’appeler groupe de Clif-
ford de V, ou encore selon [6], groupe de Clifford régulier de V, le groupe noté
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G, que forment avec 'unité 1o vy de I'algebre C(V), pour la multiplication,
les produits de vecteurs non isotropes de V. C’est aussi le groupe, que forment
pour la multiplication, les éléments inversibles g de I'algebre de Clifford C (V')
qui satisfont & la condition : Vo € Vr(g)xg~! = y € V. N, respectivement
N’, désigne la norme spinonelle ordinaire, respectivement norme spinorielle
graduée, définies, respectivement, pour tout élément g du groupe de Clifford G
(régulier) par 7(g).g = ¢7.g = N(g).1c(v) et par v(g).g = g”.g = N'(9)-1lowv)-
N et N’ sont des homomorphismes du groupe de Clifford (régulier) dans le
groupe multiplicatif R* qui appliquent le centre R*.1¢(yy du groupe de Clif-
ford régulier sur (R*)2. Pour y = Z1T2...Tp , produit de vecteurs réguliers de
Vv N/(g) = (_1)1)]\/‘(9) et gil = % = N'(g)"

On désigne par SpinV, le noyau de la restriction de N & G* = CT(V) NG,
formé par les g € G produits d’un nombre pair de vecteurs réguliers de V.
Pour m > 2, ce groupe Spin V, le groupe spinoriel de V' est connexe et contenu
dans G, groupe que forment les ¢ € G qui sont produits d’un nombre pair
de “vecteurs positifs” et d’'un nombre pair de “vecteurs négatifs”.

Le groupe SpinV engendre linéairement C*(V) = Cf,f 5, sous-algebre des élé-
ments pairs, dans laquelle il est plongé. Nous allons, maintenant, étudier de

fagon précise la structure des algebres C). ;5 et celle des C;f o

2.2. CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE CLIFFORD Cf = C*H(V)

Comme il est noté dans [6], si u est un vecteur de V tel que (uju) = = £1,
I'application ¢ de u dans CH(V)y € ut — uy = p(y) est telle que (p(y))? =
—e(yly) et représente CT (V) comme lalgebre de Clifford de l'espace vecto-
riel u muni de la forme quadratique induite de celle V multipliée par (—¢);
donc de signature (r,s — 1) si ¢ = —1 ou (s,r — 1) si ¢ = 1. Toutes ces
structures d’algebres de Clifford sur C* (V) correspondant aux différents choix
de u, définissent la méme anti-involution de conjugaison qui coincide avec la

restriction de 7 & C (V).

On peut établir la table suivante fondamentale qui donne explicitement la clas-
sification des algebres de Clifford C; 5 et C;f 5, suivant la congruence modulo
8 de r — 5. (Ce résultat est lié a la nature du groupe de Brauer-Wall de R:
BW(R) = Z/8Z, comme ’a montré C.T.C. Wall [20] et [25], chapitre 5, para-
graphe 4, page 126). On note m(n, F) algebre réelle des matrices n X n sur

le corps F' = R, C, ou H, le corps usuel des quaternions. ([k] désigne la partie
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entiere du réel k).

+ s|r — s C’;fs Chr s
(mod 2) | (mod 8)
0 0 m(2" ) R)&
m(2l" R) m(2% R)
1 1 m(2"7 ,R) m(2l5] R)®
m(Q[%],R)
0 m(2l"7,C) m(2% ,R)
m(2™ L H) | m(2[%],C)
0 m(eP e
m@2" -1 H) | m(2% -1, H)
1 5 m(2" 1 H) m(2l21-1 H)e
m(2l31-1 H)
0 m(2"z71, C) m(2% -1, H)
m(2"7 ,R) m(2[%1,C)

2.3. ALGEBRES DE CLIFFORD COMPLEXES

Considérons, alors, 'algébre dc Clifford complexe de l’espace quadratique
régulier standard (&, Q) sur le corps complexe C. Selon [5,b] page 331, corollaire
VIII-11, si dim & = 2k, C(E, Q) est isomorphe ¢ m(2F,C) et si dim & = 2k+1,
C(&,Q) est isomorphe a m(2F, C) @ m(2*, C).

Cette périodicité modulo 2 est liée au fait que le groupe de Brauer Wall de C
BW(C) =~ Z/2Z (cf. [26] et [27]).

3. Formes Sequilinéaires sur un Espace Quaternioniens a Droite
E sur H

3.1. LE THEOREME SUIVANT ([1] PAGE 154, [5]) EST FONDAMENTAL

Théoréme : L désigne un corps commutatif muni d’un automorphisme invo-
lutif A — X. K est le sous-corps des invariants.
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Soit A une algébre simple centrale ayant pour centre le corps L.

Soient « et B deux anti-involutions sur A associées au méme automorphisme
involutif de L. L’une d’elle, par exemple 3, est la composée de l'autre o et d’un
automorphisme intérieur par un élément u qui est soit a-symétrique, soit -
antisymétrique a® = (a®)?’™ = u"ta%u, (a € A), avec u® =u ou u® = —u. u
est déterminé a un facteur scalaire non nul prés, Siu® = u on a u® = u’ = u.
Siu® = —u on a u® = u® = u. Les propriétés algébriques des anti-involutions
sur les algebres réelles ont fait aussi 'objet d’une étude détaillée dans [18].

3.2. LES GROUPES SpU(p,q) ET SO*(2n), [5,b], [2,a], GROUPES QUATER-
NIONIENS

a) Quelques rappels

Pour X et Y espaces vectoriels & droite de dimension finie sur H, L(X,Y)
espace vectoriel des applications linéaires, (a droite), de X dans Y est un es-
pace vectoriel sur le centre R de H et possede une structure d’algebre réelle si
X =Y. On note v la conjugaison qui au quaternion ¢ = a + i3 + jv + kd ou
1,4, 7,k sont les “unités” de H associe ¢ = a—i8 — jv— kd € H. Le théoreme
d’Albert donné dans [l] page 154 s’applique & D’algebre réelle centrale simple
H.

Toute anti-involution o de H est donc la composée de la coniugaison v et
d’un automorphisme interieur par un élément u qui est soit v-symétrique soit

v-anti-symétriqgue ¢® = v 'q¢’u avec v’ = u ou v’ = —u. Siu¥ = u on a
u* =u’ =u. Siu¥ = —u, on a u® =u’ = —u.

(De plus, Pautomorphisme principal 7 de Palgebre de Clifford réelle H est na-
turellement l'application ¢ — k~'gk = —kqk car k=1 = —k et que 7(q) =

a—if—jy+kd.)

Soit E un espace vectoriel quaternionien a droite sur H de dimension n, de
base € = {e1,...,en}.

Une forme sesquilinéaire b sur E est une application b de E x E dans H
telle que pour tous z,y,x;,y; € F, (i = 1,2), pour tout ¢ € H,b(z,yq) =
b(z,y)q;0(q, y) = ¢"b(z,y); b(x1 + 22, y) = b(21,Y) + b(22,¥),b(x, 91 +y2) =
b(z,y1) + b(z,y2).b(z,y) = (*X)”BY; ot B, X,Y sont les matrices respectives
dans € de b, z, y.

En restreignant le corps H a C, E est un C-espace vectoriel de base € =
{e1, .-, €n,€1], -, Enj} €t les composantes de b relativement a la structure com-
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plexe de F sont les formes & valeurs complexes h et a definies par b(z,y) =
h(z,y)+ ja(z,y) ou a est bilinéaire complexe et h sesquilinéaire (linéaire en le
second argument et anti-linéaire en le premier).

b est dite symétrique ou H-hermitienne si et seulement si (b(y,x))” = b(z,y)
pour tous x,y € E, ce qui entraine que b(z, ) est réel quel que soit x.

b est dite anti-symétrique ou H-anti-hermitienne si et seulement si (b(y, x))” =
—b(x,y) pour tous x,y € E, ce qui entraine que b(x, z) est un quaternion pur
quel que soit . L utilisation du théoréme d’Albert permet de ramener l’étude de
formes sesquilinéaires H-anti-hermitiennes a celles des formes sesquilinéaires
H-hermitiennes par un changement de l’anti-involution de H.

En effet, si b est anti-symétrique pour v, id est si pour tous z,y € E,b(y,x) =
—(b(z, y))” posons g(z,y) = b(z,y)j, id est b(x,y) = g(x,y)j~". Alors g(y,z) =
by, 2)j = —((b(z,9))"j = —(g9(z,y)i~")"5 = 5" (9(z,9))"j = —jlg(z,9)")j =
g(x,y)" car T = wov = vom. Et donc g(y,z) = g(x,y)” et g est symétrique
pour ’anti-involution 7 de H.

b) Le groupe SpU(p,q)

Soit { | } un produit scalaire quaternionien sur F, id est une forme sesquilinéaire
symétrique telle que pour tout z € E — {0}, {z|z} > 0.

Les composantes de {|} sur 'espace vectoriel complexe E sont un produit
scalaire hermitien noté (|) et un produit scalaire symplectique noté [|] :
{z|y} = (z|y)+J[z|y]. Ainsi le groupe symplectique SpU(S) = U(S)NSp(S). Si
lon munit E d’un produit scalaire pseudo-quaternonien de type (p, ¢) dont les
composantes sur l’espace vectoriel complexe sont un produit scalaire pseudo-
hermitien de type (2p,2q) et un produit scalaire symplectique, on obtient la
décomposition SpU(p,q) = U(2p,2q) N Sp(2(p + ¢),C). Comme U(p,q) =
SO(2p,2q) N Sp(2(p + ¢),R) (cf. [2,d], [2,e]), il en résulte que SpU(p,q) =
SO(4p,4q) N Sp(2(p + q),C) N Sp(4(p + q),R). E est aussi un R-espace vec-
toriel de dimension 4n = 4(p + ¢) dont une base sur R est {1, ...,&n,€1%, ...,
EnlyE1]y oy EnJy E1K, ...y Enk}. Considérons alors lopérateur anti-linéaire de
Pespace vectoriel complexe E de dimension 2n, T' défini par T'(z) = zj (anti-
linéarité vient de ce que (zi)j = —(xj)i pour tout z € E). Il est immédiat que
T? = —Id. Réciproquement, comme il est noté dans [5,b] page 440, la donnée
d’un tel opérateur T sur un espace vectoriel complexe impose la parité de la
dimension de celui-ci et la définition d’une structure quaternionienne en posant
zq=x.(2+j2")=az+4 (zj)z’ =xz+T(2)z'. On a alors le théoréme suivant,
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dont la démonstration est immédiate.

Théoréme 1 Le groupe symplectique unitaire SpU (p,q) est le commutant de
T dans U(2p,2q) et dans Sp(2(p + q), C).

Ecrivons b(z,y) = h(z,y) + ja(z,y) ot h est un produit scalaire pseudo-
hermitien de type (2p,2q) et a est bilinéaire anti-symétrique complexe non
dégénérée. Ainsi h(u(x),u(y)) = h(z,y), qui traduit appartenance de u a
U(2p,2q), et uoT = T o u impliquent que a(u(z),u(y)) = h(u(z).j,u(y))
car, [5,b] page 441, h(zj,y) = a(x,y) pour tous z,y; donc a(u(x),u(y)) =
h(Tou(x),u(y)) = h(uoT(x),u(y)) car uoT = Towu , et donc a(u(x),u(y)) =
hT(z),y) car u € U(2p,2q) et donc a(u(x),u(y)) = a(z,y). On montre de
méme que uo T =T owu et 'appartenance de u & Sp(2(p + ¢), C) impliquent
Pappartenance de u & SpU (p, q).

¢) Le groupe SO*(2n) comme groupe quaternionien

Rappelons, [2,e] page 83, que si b est une forme sesquilinéaire antisymétrique
pour la structure quaternionienne sur E,b(z,y) = h(z,y) + ja(z,y) ol h est
anti-hermitienne et a bilinéaire symétrique complexe. On peut définir les no-
tions de base orthogonale, de vecteur isotrope, de sous-espace isotrope et totale-
ment isotrope, d’indice r de b, dimension maximale des sous-espaces totalement
isotropes de E pour b vérifiant 2r < n [6,b]. Le théoréme de Witt s’applique
encore. Il existe (cf. [6,a,b,c,d]) une base orthogonale (£;)1<i<, telle que pour
tout I, 1 <1< n,be,e) = j, le quaternion unité de carré - 1 de H.

Il en résulte que toutes les formes sesquilinéaires anti-hermitiennes sur F
non dégénérées sont équivalentes et d’indice maximal [§]. Soit donc b, non
dégénéree H-anti-hermitienne. Si I'on pose

n n
E l E l

€T = g,y = gy
=1 =1

et si I'on écrit les quaternions composantes de z et y, ! = & + jénTl 4l =
n' + jn"t ot les €' et les n' sont des nombres complexes, on obtient que

n n 2n
b(w,y) =Y (€ =3¢ i +in" ) =D (=T &y 45 ey
=1 =1 =1

On trouve ainsi que le groupe unitaire des automorphismes de E qui conser-
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vent bU,, (E, b) que 'on convient d’appeler groupe symplecto-quaternionien est
Pintersection du groupe unitaire Us, (C, h) pour la forme ami-hermitienne h
non dégénérée sur l'espace vectoriel complexe E et du groupe orthogonal com-
plexe O(2n, C). On écrit donc U, (E,b) = Uz, (C, h) N O(2n, C).

Il en résulte, comme déja dit en [2,e] que SU, (E, b) = SO*(2n). De plus, comme
la forme complexe h est anti-hermitienne h(x,y) = a(z,y) +i3(x, y) ol selon
[5,b], @ est une forme bilinéaire réelle antisymétrique non dégénéree, [ est
une forme bilinéaire réelle symétrique non dégénérée neutre de type (2n,2n).
(On le retrouve immédiatement en écrivant que ih est pseudo-hermitienne neu-
tre de type (2n,2n).) Donc Uz, (C,h) = Sp(4n,R) N O(2n,2n). Et par suite
SO*(2n) = Sp(4n,R) N SO(2n,2n) N SO(2n,C). On retrouve ainsi simple-
ment que SO*(2n) est un sous-groupe de Sp(4n,R) ce qui, dans les notations
de Siegel-Satake correspond au plongement holomorphe (11, — (I1Iy,) - cf.
[34] page 279 (exercice 4) -. On note aussi que 'appartenance de h & SO*(2n)
qui implique celle de ih & SU(n,n) permet de retrouver l'inclusion naturelle
de SO*(2n) dans SU(n,n) (cf. [34] page 278). On a le théoréme (dont la
démonstration est calquée sur celle du théoreme 1):

Théoreme 2 SO*(2n) est le commutant de T dans SO(2n,C).

3.3. QUELQUES COMPLEMENTS SUR LES ESPACES (E,b) QUATERNIONIENS A
DROITE DE DIMENSION n SUR H MUNIS D’'UNE FORME SESQUILINEAIRE

Soit {€;}1<i<n une base orthogonale pour b de E. Introduisons T défini par
T(z) = xj anti-linéaire pour la structure complexe sous-jacente a E, E devient
un C-espace vectoriel de dimension 2n sur C dont une base est {ei, ..., en,
T(e1),...,T(en)}. Ecrivons alors b(z,y) = h(z,y) + ja(z,y) et décomposons
h(z,y) = alz,y)+if(x,y) et a(z,y) = o' (x,y) +if (x,y) en leur composantes
réelles. Introduisant naturellement l'opérateur J auquel est subordonnée la
structure complexe, comme par définition pour x € E,q = u + jv = a + ib +
jet+kd, abe,d,e Ryu=a+ibe C,v=c—id € C, z(u+jv) = zu+T(x)v.
On obtient z(a + ib) + T(z)(c — id) = xza + J(z)b + T(x) + T o J(z)d en
notant bien que T o J = —J o T car (zi)j = —(xj)i (avec T?(z) = —x).
Ainsi F est un R-espace vectoriel donc une base sur R est naturellement
{1, en, J(en), T(e1), ..., T(en), T o J(e1),...., T o J(en)}.

Les relations fondamentales, [5,b] page 441, h(Tz,y) = a(z,y) et a(Tz,y) =
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—h(z,y) se traduisent immédiatement par

(I) { CY(T.Z‘,y) = O/(‘Tvy) et O/(T?L‘,y) = _a(xvy)
f(Tz,y) = f’(l‘,y),f/(Tl‘,y) =—f(z,y)

En écrivant la lindarité de h par rapport au second argument (h(z,yi)
th(z,y)) et Pantilinéarité de h par rapport au premier argument, (h(xi,y)
—ih(z,y)), on obtient ainsi (II):

{ a(i,y) = f(z,y)

f(’JJZ, y) = 70&(1‘,y)
et donc
{ a(J$7y> = f(:c,y)
f(J.’E,y) = —a(m,y)
et
{ OZ(IL‘7 Jy) = 7f(xay)
[z, Jy) = a(z,y)

De méme le fait que a est bilinéaire complexe entraine que
o (Ja,y) = = f'(z,y)
117
i G5

et
{ O/(:,E7 Jy) = —f’(x,y)
[, Jy) = o' (2,y)

De méme b(z, Ty) = b(x,y)j entraine que

{ Oé(.’E,Ty) = _O/(xvy)
f(vay) = f/(aj>y)

{ (2, Ty) = a(w,y)
fl(x, Ty) = —f(=,y)

et b(T'z,y) = —jb(x,y) implique que
a(T‘T7 y) = 70/(:177 y)
W ST = o

et
{ o/ (T, y) = —a(z,y)
f/(TIL‘,y) = *f(l’,y)
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4. Algebre de Clifford Naturellement Associée a une Forme b
Sesquilinéaire H-anti-hermitienne non Dégénérée

4.1.

Soit E un espace vectoriel quaternionien a droite de dimension n sur H, muni
d’une forme sesquilinéaire b antisymétrique non dégénérée pour la structure
quaternionienne. On écrit b(z,y) = h(x,y) + ja(z,y) ou h est antihermitienne
et a bilinéaire symétrique complexe, le groupe unitaire de b noté U, (E, b) et ap-
pelé par définition, groupe symplecto-quaternonien est Uy, (E, b) = Us,(C, h)N
0O(2n,C) et SU,(E,b) = SO*(2n). De plus SO*(2n) = SU,(E,b) est le com-
mutant de T dans SUs, (C, h) et dans SO(2n, C) ou T est 'opérateur de trans-
fert qui définit la structure quaternionienne associée a la structure complexe
de E; T est un opérateur anti-linéaire id est tel que T'(zi) = —T'(x)i. La base
orthogonale de S pour b(e;)1<i<n choisie, vérifie, rappelons le b(e;, g;) = j. De
plus, pour tout z € E,T?(z) = —x.

Considérons, alors, l'algebre de Clifford complexe de 'espace quadratique
régulier standard (&, Q) sur le corps complexe C. Selon [5,b] page 331, corollaire
VII-11 si dim &€ = 2k, C(E, Q) est isomorphe ¢ m(2¥,C) et si dim& = 2k +1,
C(&,Q) est isomorphe a m(2F,C) @ m(2*,C).

Cette périodicité modulo 2 est liée au fait que le groupe de Brauer Wall de C,
BW(C) ~ Z/2Z (cf. [26] et [27]).

11 en résulte que, selon le théoréme VIII-2-D de [5,b] page 296, si

dim& = 2p,CT(E,q) = m(2°~1,C) ®m (2P~ 1, C) et si

dim& =2p+1,0%(E,q) ~m(2P,C).

Soit, alors, l'algebre de Clifford complexe C5, de l’espace vectoriel complexe
E de dimension 2n munie de la forme quadratique standard (dont la forme
bilinéaire symétrique complexe polaire est la forme a(z,y) composante de
b(x,y) suivant j).

L’espace quaternionien E de dimension n sur H s’identifie donc au couple
(D29, T) ot Y-, est 'espace vectoriel complexe E obtenu en restreignant les
scalaires & C et T 'opérateur de transfert.

Can = CFf @ Oy, , ot O, est la sous-algebre paire complexe et Cy,, le sous-
espace des éléments impairs (C5,, est un Cy -module). Soit v la - conjugaison
qui induit sur C la conjugaison usuelle oz — Z.
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Théoreme 3 Il existe une application antilinéaire T de Cy,, dans Ca, telle
que

a) C;'n et Cy,, sont invariants pour l’action de T,

b) T?(c) = ¢, pour tout c € CF, et T?(c) = —c pour tout ¢ € Cy,,,

c) T(clcg) = T(Cl)T(Cg) pour tous c1,co € Cay.

Considérons ’algebre tensorielle 7 = ® ), et définissons I'application an-
tilinéaire Ty de 7 = ® ), dans 7 =® ), par

o Ti(z1®...0x) =T (21)T(x2)..T(24) ,

e Ti(A\) =\, pour tout A € C.

T, est parfaitement défini. Soit alors @ la forme quadratique associée a la
forme bilinéaire symétrique complexe a et N(Q) 'idéal bilatere engendré par
les éléments @x—Q(x) . 1. On note que Q(Tx) = a(Tx,Tz) = a(z,z) = Q(x),
(cf.[5,b] page 441) et comme T1(Q(z)) = Q(z), Ti(z @z — Q(x).1) = T1(x) ®
T1(z) — Q((Ty(x)).1. Ty laisse donc N(Q) invariant et T} induit T application
antilinéaire de Cy,, dans Cy,, qui posséde les propriétés signalées.

On peut remarquer que C,, est un espace vectoriel quaternonien a droite sur
H en posant pour ¢ = u+ jv € H, c € C5,,, c(u + jv) = cu + T(c)v (C5,, est
muni d’un opérateur de transfert 7' tel que T2 = —Id sur Cs, )-

Ce théoreme est un cas particulier d’un théoreme plus général. Donnons d’abord
une définition, due a Albert [1].

Définition Soit A une algebre sur un corps K commutatif muni d’un au-
tomorphisme o et ¥ une transformation de A sur A. ¥ est appelée o-semi-
automorphisme (ou automorphisme relativement & o) si X est un automor-
phisme pour la structure d’anneau de A, id est pour tous a,b € A(a+b)* = a”+
b2, (ab)® = a*b* et si X antilinéaire (ou semilinéaire relativement a o) pour
la loi externe id est si pour tout o € K, tout a € A, (aa)® = a®a*. En partic-
ulier, si l'algebre est unitaire o = (al)® = a.1 = a?. Si 'automorphisme o
est lidentité, o est un automorphisme de l’algébre A.

En effet, T est un o-semi-automorphisme de l'algebre C5, complexe relative-
ment & 0z € C — 2z = z. On a noté aussi que Q(Tz) = Q(z), T est donc une
semi-similitude de rapport 1 pour Uautomorphisme o de C (cf. [6,a] page 17-18)
(pour tous z,y € E,a(Tx,Ty) = a(x,y)). Notons alors que si (f,p) est une
semi-similitude pour @) de rapport p id est une transformation semi-linéaire de
> on Sur lui-méme relativement a o telle que Q(f(x)) = pQ(x)? = pQ(x), il
existe un semi-automorphisme ¥ de TT(Y",,) = @, @27 (3,,,), -relativement
a o - associ€ a (f,p) et defini comme suit

(Y @Y ® ... @y2)” = p " f(y1) ® fy2) @ (f(yar))
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Soit alors Nt (Q) = N(Q)NT*(Y,,) olt N(Q) est I'idéal bilatére engendré par
les éléments de la forme x ® z — Q(z).1. Montrons alors que X laisse NT(Q)
invariant. Il suffit pour le montrer, de considérer les éléments de la forme
V=91 Ry ®.0YQuRz ®..Qz, avecTr+s=2letu=2zx— Q(x).1.
Alors:

0P =p ) @ . @ flyr) ® F(2) @ f(2) @ f(21) ® ... ® f(2)
—p ') f(1) ® . ® f(yr) ® f(21) © ... @ flz).

Comme p~'(f(2)) ® (f(z)) — Q)71 = p~!(f(z) ® f(z) — Q(f(2)).1) =
p~lw € NT, 0% = p= U (f(y1) © .. @ f(yr) @w @ f(21) @ ... @ f(25) €
NT(Q). Alors, ¥ induit un semi-automorphisme % relativement a o de C3,
que l’on appellera le semi-automorphisme associé a (f, p). On a (v12s...72,)% =
p " (f(z1)...f(z2n)). Si 21, ..., 22, forment un systeme de vecteurs orthogo-
naux, il en est de méme pour les vecteurs f(z1)...f(z2n). Si 'on désigne
par C%(3,,) avec les notations de [5,b] page 327, l'espace vectoriel “des 2-
vecteurs”, 3 transforme C2(3",, ) en lui-méme et par suite 3 est homogene de
degré 0.

Rappelons que @ associée a a(z,y) est non dégénérée. Comme la dimen-
sion de Y, est 2n, C*"(3",,) est une droite complexe. Pour tout élément
e#0€C*X,,), e& =ac. Comme e == § € C,§7 = (e2)* = (e¥)? = a?4.
Si on choisit pour o l'identité, on trouve la définition usuelle des similitudes,
¥ est un automorphisme et on a donc o? = 1, et ¢* = +e. Une similitude est
dite propre, respectivement impropre si et seulement si e> = e, respectivement

e = —e. Le groupe GO™ des similitudes propres est un sous-groupe d’indice
2 du groupe GO des similitudes. On note GO~ 'autre classe des similitudes
impropres.

Donnons maintenant un théoréme

Théoréme 4 u € SO(2n,C) et uT = Tu si et seulement si u induit un auto-
morphisme intérieur ®,, de Coy, tel que pour tout x € Y, , il existe b, € C’;‘n
tel que @, (x) = byxb; ' = u(x) et T(by,) = by,.

e Siu € SO(2n,C) et uT = Tu, il existe b, € C5, tel que avec les nota-
tions classiques de [5,b], ®,, (z) = byxb,' = u(x),b, = z1,...,22, , modulo
un facteur scalaire appartenant & R* ot les x;,1 << 2h appartient & ), et,
par définition de T, o-semi-automorphisme associée & la semi-similitude 7" de
Y on> T'(by) = by, car p=1.

e Réciproquement, si v induit un automorphisme intérieur de Cs, tel que
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®,(z) = bywb, ' = u(z) avec b, € C | alors nécessairement u € SO(2n, C).
Comme T'(b,) = by, , il en résulte que T'(b; ') = by L. Alors u(T(x)) = b, T ()b,
T(byxb;') = T(u(x)) donc uT = Tu; ce théoreme permet de donner un sens
a la définition 1 qui suit

Définition 1 On appelle algebre de Clifford associée au SO*(2n) l'algébre
réelle notée Cls, = {g € CF T(g9) = g} = {2 +T(2),2 € C }.1

Théoréme 5 L’algebre réelle Cl3, est telle que Cf =~ Cl3, @r C et
dimgCl5, = 2271

La démonstration repose sur la remarque fondamentale que quelle que soit la
parité de la dimension n de I'espace quaternonien a droite E, l’algebre paire
C5 est toujours isomorphe & m(2"1, C) @ m(2"~!,C) comme on le vérifie
immédiatement en tenant compte des rappels donnés en 2.3.

C;n est donc composée directe de deux sous-algebres simples.

Il en résulte que Cl3,, est toujours isomorphe a m(2"~1, C).

En effet, ’opérateur involutif T est antilinéaire sur un espace com-
plexe. Dés lors, la multiplication par i - (i = —1) - échange les
sous-espaces propres pour les valeurs propres i et —i et on a bien
Ci ~Cl3,®C

en étudiant la décomposition de la semi-involution T de C;n , compte tenu du
lemme 2-1-2 page 3 de [6,c].

On peut alors donner une caractérisation algébrique intrinseque de 'algebre
Ccis,,.

Définition 2 Soit 11 I'application de E dans C13,, définie par ¢; (z) = 3(2.T(z)
—T'(z).x)1(x) = x.T(z) — a(z, T(x)) car, dans I'algebre de Clifford Cs,(Q)
ol () est, rappelons de la forme quadratique associée a a, 2a(z,y) = zy + yz.
e 4 est bien une application de E dans CI, car T(¢r(z)) = ¢r(z) car
T%(z) = —x.

e L’application 97 est quadratique sur R, ce qui signifie que ¥r(Ax) =
A2¢p(x) pour tout x € E et tout A € R, et ¥(z,y) = %{Q/JT(ZL’ +y) —
Yr(z)—Yr(y)} = i(m.Ty—Tx.y—&—mi—Ty.x) est une application R-bilinéaire
symétrigue de E x E dans C3,. On note alors que pour tout € FE,¢¥(x,z) =
Yr(z) et que Y (Tx) = Pr(x) = T(Yr(z)). On va, alors, montrer le:

1 11 est immédiat de noter que si a = z + T(z), alors T(a) = a et réciproquement

si g est telquef(g):g,g:%ng%g:%g+%7~“g:z+T(z) onz=1g€Cy,.
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Théoreme 6 Cl3,, est l'algébre réelle associative engendrée par les Y (x) pour
rerl.

Soit F lalgébre réelle engendrée par les Yr(x) pour xz € E.

e On note que pour tous z,y € E,¢¥(xz,y) € F. Puis comme pour tout
z € E, (z,Tz) = (=2 — (Tz)* + (TX)* + 2?) = 0, 0 € F. De plus, un
calcul immédiat montre que (¢¥7(2))? = 1((z.TX)?* + (Tz.x)? — 2|Q(z)|?) car
Q(T(z)) = Q(x). Or, comme on l'a vu, (I) 2Tz = ¢Yr(z) + a(z,Tz), rem-
placant « par Tz, on obtient donc —Tz.x = ¥ (x) — a(x, Tx), car Yr(x) =
Yr(Tx) et a est bilinéaire symétrique complexe. De plus, appliquant T aux
deux membres de 1’égalité (I) on obtient —Tx.x = ¢r(z) + a(z,Tx), car
T or(z) = ¢r(x) et T(z) = Z pour z € C. Il en résulte, immédiatement,
que a(z, T(x)) = if(z) € R et par suite que «Tx + Tz.x = 2if(x), pour tout
x € E,B(x) € R. Par suite, (#T)? + (Tz.z)? = —43%(x) — 2|Q(z)]? et donc
($r())? = L[~482% — 4Q(x) ") = —[F*(x) + |Q(x) ") € R~ La fonction z —
B(x) introduite de E dans R n’est ni additive ni linéaire. Un calcul immédiat
montre, par exemple, que 2i3(z+y) = 2i8(x) 4+ 2i6(y) + 2a(x, T'y) + 2a(y, T'x).
Or, comme a(x,Ty) + a(y,Tz) = a(Ty,z) + a(Tx,y) car a est symétrique
et comme, selon [5,b] page 441 a(Ty,x) = —h(y,x) et a(Tz,y) = —h(z,y),
a(z,Ty) + a(Tx,y) = —[h(y,z) + h(z,y)] et comme h est anti-hermitienne,
a(SC,Ty) + (I(T’JJ,y) = 7[h($7y) - h(x’y)] = *2Zf($,y) = fZIm(h(x,y)) -
en posant h(z,y) = «a(x,y) + if(z,y) - on obtient donc que B(z + y) =
B(x) + Bly) — 2f(z,y) ou f(z,y) est selon [5,b] la partie imaginaire d’une
forme sesquilinéaire anti-hermitienne et est donc bilinéaire symétrique réelle.
De plus, comme 3(\z) = A\28(z) pour tout A\ € R. (3 est quadratique sur
R et donc (¢r(2))? = —|Q(x)|* — B2(x) et B est la forme quadratique non
dégénérée sur R canoniquement associée a la partie imaginaire de h, f(z,y)
(qui en est la forme polaire) et donc S(z) = f(x,z). On note, de plus, que
aTx + Te.x = 2a(x,Tx) = 2iB(x), donc a(x,Tz) = if(x) = if(z,z) =
Im(h(z,z)) et que B(Txz) = —p(x), car —Tz.x — Tz = 2i6(Tz) et que
aTx + Tx.x = 2if(x) . (On le retrouve aussi en utilisant les formules IV de
la partie 3.3) car f(Tz.y) = f'(z,y) donc f(Ta,Ty) = f(Tw,y) = —f(z,y)
et donc f(Tz,Tx) = B(T(z)) = —f(x), de plus T est autoadjoint pour f car
f(Tz,y) = f'(x,y) = f(x,Ty) selon les formules IV de 3.3.

Il en résulte que Yr(z) = aTx — if(x) et que ¥(z,y) = +(x.Ty + yTx) —
if(x,y) = 32Ty + yTx) — Im(h(z,y)).

Comme (@ est non dégénérée, et [ est non dégénérée (cf. lemme IV-4 page 139
de [5,b]), il en résulte que R~ € F et par suite R C F; introduisons alors
C (25) espace des 2s-vecteurs associé & C et montrons par récurrence sur s
que Cl3, N Cy (2s) C F.
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FEtude du cas ot s =1 5 o
Comme R C F, il suffit de montrer que pour tous z,y € E, Ty +T(zTy) € F.

En effet, z € C’l;nﬂC;;)’Zq(Qs) si et seulement si z = x1x9+T (v122), 21,22 € E.

Comme T2 = —Id sur E , il existe yo :~T(—~a:2) = —T(x3) tel que T(y2) = 2,
donc z est bien de la forme z.T(y) + T'(x.T(y)). Or, d’une part, 2a(z, Ty) =
2Ty + Ty.x et, comme pour tout z € C,T(z) = z,2a(z,Ty) = —Tz.y — yTx,
donc 2a(z, Ty) 4+ 2a(z, Ty) = (2Ty — Tx.x) + (Ty.x — y.Tz) et d’autre part,
dip(x,y) = (2Ty — Tzy) — (Ty.x — y.Tx). Il en résulte que (2Ty — Tr.y) =
a(x.Ty) + a(z, Ty) + ¢ (z,y) et donc 2Ty —Tz.y = 2T (y)+T(xT(y)) € F. On
———
€ERCF c€F
note, au passage les 2 formules:

2Ty — Tx.y = a(z, Ty) + a(z, Ty) + 2¢(z,y) et

Ty.x —yTz =a(z, Ty) + a(z, Ty) — 2¢(z,y).

FEtude du cas ou s > 2

Si z € C3,(25), écrivons z = wv,u € Cy, (2k),v € Cy, (2l), k,I < s. Par
hypothese, on peut supposer que Cl3, NCy (2t) C F pour tout ¢ < s. Ecrivons
alors

wv + T(uv) = {g + T%}(v +T(v)) + {u— T(u)}{% - T(g)} = wiwsy + 2129.

wiwy € CI3, et comme T(2p) = —zo, T(2122) = 2122. En raison de I'hypothese
de récurrence, wywy et z129 appartiennent a F' et donc wv + T'(uv) € F.

4.2. DEFINITION 2 DE L’ALGEBRE DE CLIFFORD NATURELLEMENT ASSOCIEE
A SO*(2n)

Soit A une R-algéebre associative unitaire.

4.2.1. Définition d’une application de Clifford associée au triplet
(E,S0*(2n), A)

Définition On appelle application de Clifford associée a (E, SO*(2n)) toute
application G de E dans A telle que
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a) pour tout A € R,G(\z) = \*G(z).

B) HG(x+y) — G(z) = G(y)} = g(z,y) ot g est une application R-bilinéaire
de E x E dans A.

7) ((G(2))? + B%(z))1a = —|Q(z)|?14 ot B est la forme quadratique sur R as-
sociée a la forme bilinéaire symétrique réelle égale a la composante complexe
pure de h et Q la forme quadratique complexe telle que Q(x) = a(x,x) ol a
est la composante suivant j de b(x,y).

On note que si B est une autre algebre associative avec unité sur R et si ® est
un homomorphisme d’algebre avec unités de A dans B, alors I’application com-
posée G; = ®oG de F dans B est une application de Clifford associée au triplet
(E,SO*(2n), B). On vérifie, en effet, aisément que G (\z) = A\%(z) pour tout
X € R, que g1 (z,y) = 1[Gi(z+y) —G1(x) —G1(y)] est R-bilinéaire de E x E dans
B et que (Gi(2))* = (® 0 G(2))* = ©(G(2)?) = &(—|Q(2)[*1a — f*(2)14) =
—(1Q(@)[? + B*(x))14.

Par abus de langage une telle application de Clifford pourra étre appelée ap-
plication de Clifford de type symplecto-quaternonien “spécial”.

4.2.2. Définition 2 de lalgebre de Clifford associée au couple (E,SO*(2n))

E désigne un espace vectoriel quaternonien a droite de dimension n sur H.
SO*(2n) est choisi comme groupe fondamental de sa géométrie.

Définition 2 On appelle algébre de Clifford associée a (E,SO*(2n)) toute
R-algébre associative C' avec élément unité 1o, munie d’une application de
Clifford gc “de type symplecto-quaternonien spécial” dans C' satisfaisant aux
conditions suivantes

1) gc(E) engendre C.

2) quelle que soit Uapplication de Clifford “de type symplecto-quaternonien
spécial” L de (E,b) dans lalgébre A, (R-algébre associative unitaire), il existe
un homomorphisme d’algébres avec unité ® de C' dans A tel que L = ® o g¢
Vr € E,®(g9c()) = L(z) La deuxiéme condition exprime que toute application
de Clifford de type symplecto-quaternonien spécial de (E,b) peut étre obtenue
a partir de I’application g¢ unique qui est donc universelle.

En effet, si C’ est une autre algebre de Clifford de E le diagramme entraine
P’ oQotpc =P othcr =Yg et Po P oper = Loy = o
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L

E - A
R%
C

E e ¢

0 (O et @' uniquement détérminés
e D' avec Qo= e et Q'oye= )

Comme ¢ (F) engendre C et que ¢ (E) engendre C’, on en déduit que ' o
b =1Idoc et Pod = Ider. (P et D’ sont donc des isomorphismes, uniquement
déterminés, inverses I'un de lautre échangeant ¢¢ en per ou per en pe).
Une conséquence immédiate de cette définition est que si un espace (E, SO*2n)
de type symplecto-quaternonien spécial possede une algebre de Clifford C, elle
est unique a un isomorphisme pres.

On peut donc parler de lalgébre de Clifford de lespace (E, SO*(2n))

de type symplecto-quaternonien spécial.

Il en résulte immédiatement de la définition 1 et des théoremes 3 et 4 qui
précedent le
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4.2.8.

Théoréme 7 Suivant la définition 2, tout espace (E,SO*(2n)) de type
symplecto-quaternonien spécial posséde une algébre de Clifford notée CI3,,
dimg Cl3,, = 271 si dimE = n. Cl},, est quelle que soit la parité de n
toujours isomorphe a m(2"~t, C).

En effet, C13,, definie au sens de la définition satisfait aux conditions requises
par la définition 2.

4.2.4. Construction d’un systéme de générateurs de Cl5,,

Reprenons la base (£/)1<i<n de l'espace quaternonien E & droite sur H or-
thogonale pour la forme sesquilinéaire b telle que pour tout I,1 < [ < n ,
b(er, 1) = J.

Il en résulte immédiatement, que pour 'espace complexe E = ), de di-
mension complexe 2n muni de la forme bilinéaire symétrique complexe a(z,y)
Pensemble {e;,T(¢;),1 <1< n,1 <k <n} est une base orthogonale pour a.
En effet, comme a est bilinéaire symétrique, selon [5,b] page 441,

a(Tey,e1) = —h(ep,e1) =0, pour k # 1, ja(ey, e1) = b(eg, 1) = jet

a(TEk,TEk) = —h(€k7T€/€) = —[—a(sk,ek)] =1let
a(Ek,TEk) = —h(Ek,Ek) =0.

Il est classique que Cy,, est engendré sur C par les éléments €1,¢1€9, ...,£16, €t
e1Tle1,...,e1Te, et que C’;‘n admet comme systeme de générateurs, sur C, les
éléments 1,e1€9, ...,e16,,Te1, ...,e1Te, (car {e;, Tey} est une base orthogonale
de I’espace vectoriel complexe pour la forme a).

Or ¢(z,y) = 3(aTy + yTx) — if(x,y), comme on I'a vu ci-dessus dans la
démonstration du théoreme 5 de cette partie 4.

On vérifie immédiatement en raison des formules données au 3.3 (formules
I, IL, III, IV) que la base {ex, J(e;),T(gp), T(J(gq))} est orthogonale pour la
forme bilinéaire symétrique réelle sur I’espace vectoriel réel de dimension 4n

sous-jacent & » ., .
Ainsi, pour k # [

1 1
Y(eg, 1) = 5(5kT51 +eTeg) = 5(5kT&:l — Tegey) car f(eg,e1) =0
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et donc .
Vier, &) = 5(exTer + T(exTer)).

De méme: 1
Ulew Ter) = =5 (erer + Tlen, €1))

pour k # [ et pour k = [.
1l en résulte, vu la définition de CI5,,, que

1) ¢(51>€2)’ -~-a¢(5175n)7¢(€17T51)7 "',w(glaTEn)

est un systéeme de générateurs de l’algébre réelle CI3,,.

4.3. GROUPES DE CLIFFORD ET GROUPES DE REVETEMENT DE SO*(2n)

Selon [5,b] page 359, comme 2n est pair Gan, groupe de Clifford régulier est
égal au groupe de Clifford ordinaire Ga,, et 'on a la suite de groupes

1—C* — Gan — 02n,0) — 1.
On en déduit la suite exacte de groupe
1-C*—Gf, —S0@2n,C)—1

ol é;“n est le groupe régulier de Clifford pair. On introduit alors les groupes
de revétements & deux feuillets respectifs de O(2n, C) et de SO(2n, C) notés
RO(2n,C) et RO (2n,C) = Spin(2n, C) et dit groupe spinoriel compleze ([5b]
page 364).
On obtient

4.3.1.

Théoreéme 8 Pour tout v € SO*(2n), il existe un élément inversible b € Cl3,,,
déterminé modulo un scalaire appartenant a R* tel que ®,(x) = b,ab; ! = v(z)
pour tout © € E.

Réciproquement, pour tout b inversible appartenant a Cl5, tel que pour x €
E,bxb~! =y € E, application x — bxb~! induit un élément de SO*(2n).

e La premiere partie découle du théoreme 4 qui précede et de la définition 1
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de C13,,.

e Réciproquement, a tout élément inversible b € CI3,, tel que pour tout z €
E.bzb~! =y € E, correspond v € SO(2n, C) tel que ®,(z) = bxb™! = v(x)
pour tout = € F. Choisissons alors T et T' comme précédemment; alors, pour

tout « € E et tout y € E identifié & (3>,,,7T) , tel que Q(y) = Q(T'(y)) # 0,
comme bxb~! € E , on peut écrire

T(bxb~ly) = T(bab™ )T (y) = bT(2)b~ T (y)

id est 3 ~ ~
[T(bab™ ) — bT(2)b™ T (y) =0

et vu l'hypothese sur y, on en déduit que pour tout =z € E,T(bxb‘l) =
bT(z)b~' id est Tov = vo T et donc v € SO*(2n) par définition. On en
déduit que la restriction de ¢ : G5, — SO(2n, C) - avec les notations de [5,b] -
a G;rn N Cl5,, est un homomorphisme surjectif de noyau R* auquel est associée
la suite exacte

1—R*— G5, NCl;, — SO*(2n) — 1.

G3. N Cls, = C;’;rn N Cls,, est appelé groupe de Clifford ou groupe de Clifford
régulier naturellement associé ¢ SO*(2n). On introduit de méme RSO*(2n)
groupe de revétement du groupe SO*(2n) et Spins,, dit groupe spinoriel de type
symplecto-quaternonien spécial respectivement définis par RSO*(2n) = Cl5,, N
RO*(2n,C) = Spin(2n,C) N Cl3,, et par suite Spinj, = Go(2n,C) N CI5,,,
ot Go(2n,C) est le groupe de Clifford réduit, noyau de I'homomorphisme N
(norme usuelle) ou N’ (norme graduée) de G, = G5, dans C* (sous-groupe
de Clifford pair formé des éléments de norme 1). Ici, comme le corps K de

Uespace quadratique régulier considéré est C, le corps des complexes, Go(2n, C)
est ROT(2n, C) et Spink, = RSO*(2n).

4.4. DIAGRAMME FONDAMENTAL ATTACHE AU GROUPE SO*(2n)
4.4.1. Quelques rappels. Les groupes considérés par Atiyah-Bott et Shapiro

Dans leur article, [0], M.F..Atiyah, R. Bott et A. Shapiro définissent des groupes
au-dessus de O(Q) ou (E, Q) est un espace quadratique régqulier réel antieucli-
dien.

Ils introduisent le groupe T' = U(1) multiplicatif des nombres complexes de
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module 1 et le complexifié (E¢, Q%) de (E, Q) de sorte que I’algebre de Clifford
C1(QY) définie sur ce complexifié est isomorphe & la complexifiée de C1(Q). La
dimension de E est > 1. Ils montrent alors, [0] page 9, le théoréme fondamental
et son corollaire qui suivent

Théoréeme Soit GC(E, Q) le sous groupe des éléments inversibles g de la com-
plezifiée de C1(Q) qui vérifient Vy € E,m(g)yg~' € E. Soit alors RO®(E, Q)
le noyau de la norme spinorielle graduée N' .

On a la suite exacte

1—U(1l) — RO°(E,Q) —° 0(Q) — 1.

Corollaire On a un isomorphisme naturel

RO(E,Q) xz,U(1) ~ RO®(E, Q) ot action de Zo sur le produit RO(E, Q) x
U(1) est définie par

(e,(g,2)) € Za x (RO(E,Q) x U(1)) — (eg,ez) € RO(E,Q) x U(1).

La démonstration originelle donnée dans [0] page 9 se transporte immédiatement
au cas d’un espace quadratique régulier standard quelconque (E, Q) ol la signa-
ture de () est quelconque. On introduit comme ci-dessus, la définition suivante
(la dimension de E' est supposée supérieure ou égale & 1).

Définition Soit A(Q) l'un quelconque des groupes classiques RO(Q), G(Q),
Spin Q, posons AY(Q) = A(Q) xz, U(1) ot Uaction de Zs sur le produit
A(Q) x U(1) est définie par (e,(g,2)) € Za x (A(Q) x U(1)) — (eg,ez) €
A(Q) x U().

On obtient alors le théoreme qui suit et son corollaire dont la démonstration
est identique & celle donnee dans [ 0 | page 9.

Théoréeme Soit GC(E, Q) le sous groupe des éléments inversibles g de la com-
plezifiée de C1(Q) qui vérifient Vy € E,m(g)yg~' € E. Soit alors ROY(E, Q)
le noyau de la norme spinorielle graduée N'.

On a la suite exacte

1 —U(1) — ROY(E,Q) =° 0(Q) — 1.
Corollaire RO®(E, Q) est naturellement isomorphe d

RO(Q) xz, U(1).
Remarque On note aussi, que N’'(ROY(E,Q)) = U(1).
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4.4.2. Diagramme fondamental attaché au groupe SO*(2n)

Dans l'algebre Cl3,, introduite on a défini le groupe de Clifford régulier na-
turellement associe & SO*(2n), G3,, = G3,, N Cl3,,.
(G;‘n est le groupe de Clifford régulier pair associé a la suite exacte des groupes

1—C* = Gf, — 50(2n,C) —1).
On a la suite exacte des groupes
1—-R*"— G5, — SO*(2n) — 1.

De méme, on a introduit les groupes RSO*(2n), groupe de revétement du
groupe SO*(2n) défini par

RSO*(2n) = Cl3, N RO"(2n,C) = Spin(2n,C) N CI3,
encore noté Spins,,. Il est associé a la suite
1 — Zy — RSO*(2n) —¥ SO*(2n) — 1.
RSO*(2n) est, ici, le groupe spinoriel Spin’,, de type symplecto-quaternionien.
Proposition On a le diagramme fondamental, commutatif de groupes de Lie,

attaché au groupe SO*(2n) qui suit:
ot a est la fonction z — a(z) = 2% et pour tout

1,7 — »  RSO*2n) Y. S0%*2n) .1

i
I
1 LU s RSO*20) xzU()—2>  SO%(2m) —» 1
o o

1— U1 —— u() — 1

1 1
[v,u] € RSO*(2n) xz, U(1), o/[v,u] = u* € U(1) ([v,u] désignant la classe
de (v,u) € RSO" x7, U(1),3]g,2] = ¥(g),i(g) = [9,1] pour g € RSO*(2n) et
z € U(1)).
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On vérifie que ce diagramme est commutatif en raison du théoreme et de son
corollaire énoncés au 4.1.

5. Espaces de Spineurs Naturellement Associés au Groupe SO*(2n).
Structures Subordonnées a ces Espaces. Plongements Correspon-
dants des Groupes Spinoriels

Comme on ’a vu dans la partie 4 au théoreme 5 , C’;;L est toujours isomor-
phe & m(2"~1,C) @ m(2"~ 1, C), donc est composée directe de deux algébres
simples centrales complexes. Cl3, est, aussi, toujours isomorphe & m(2"~1, C),
isomorphe & ’algebre paire (Cl3, )" complexe, algebre centrale complexe pour
laquelle les résultats de [5a] vont s’appliquer. Cl5,, possede un Ci(b)-module
simple S unique a un isomorphisme pres et espace des spineurs naturelle-
ment associé a Cl3,. Rappelons que si o est une anti-involution antilinéaire
de Cl3,,, il lui est associé un produit scalaire pseudo-hermitien sur S dont «
est précisément 'opération d’adjonction. Si (r, s) est la signature de ce produit
scalaire, on associe a I’anti-involution antilinéaire o de C13,, une forme hermi-
tienne non dégénérée sur Cl3, : (z,y) € Cl3, x Cl5, — Tr(l(z*y)) dont la
forme hermitiennne quadratique correspondante a pour signature, (r2+s2, 2rs)
([5,a] page 220). En utilisant le raisonnement de [5,a] page 220-221, on montre
que cette fois, la forme pseudo-hermitienne (x,y) — Trl(x"y)) est une forme
neutre de signature (2"~2,2"72) et par suite I’espace des spineurs associé na-
turellement a Cl%,, posséde une structure naturelle complexe, et un produit
scalaire pseudohermitien neutre déterminé a un facteur scalaire pres, invariant
par le groupe spinoriel. Comme dans [2,e] ou dans [5,b] on vérifie alors que
Spins, C SU(2"~2,2n72).

Théoréme Recapitulatif 9

Sping, C SU(2"2, 2"~ 2).
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