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Abstract. Let = and y be orthogonal coordinates of a point M(u = ax + iby or
ax +eby) of a plane where as 2’ and y’ are orthogonal coordinates of a point M'(V =
ax’ + iby’ or az’ + eby’) inverse of M in the elliptic hyperbolic inversion uv = k or
(u—a)(@—a) =k (k and k' positive) ¥ designating the conjugate of v while i and
¢ are Clifford numbers such that i*> = —1 and > = 1 (a and b are real). O is the
origin of axises. Oz is the axis of inversions. We study particularly the product of
two inversions.

Soit une inversion de centre « sur Ox

k
v— = —
U—o

ses points invariants sont sur (u — a)(a — ) = k
Axe Radical.

Les deux coniques d’axes paralleles sont centrées sur Ozx.

uwi=k e (u—a)(i—a)=FkK (2)

Un point M qui a méme puissance par rapport aux deux coniques vérifie

uth — k = uii — o(u+ 1) — k' + o

ce qui se récrit

Advances in Applied Clifford Algebras 14 No. 1, 175-178 (2004)



176 Produit D’Inversions Elliptiques ou Hyperboliques G. Casanova

(=K' + k + a?)
v 2a =0 3)
On rappelle que, si P(zg,y0), M1(x1,y1), M2(22,y2) et si My et Mo sont les
intersections d’une conique avec une droite issue de P, le produit des longueurs
PM ;. PM représente les premiers membres de (2), la droite z = 3 étant I’axe

radical des coniques passant par P

Coniques Dégénérées du Faisceau.

Soit le faisceau

m(ut — k) + (u—a)(t—a)— kK =0 (4)

m étant un parametre et, en développant

(1 +m)ut — a(u+a) +ao® —k —mk =0

On écrit que le centre 7 est sur la conique, soit tous calculs faits y2—23y+k = 0,
et deux points, réels ou imaginaires v = 3 &= /(32 — k.

La conique dégénérée se compose de deux droites paralleles aux asymptotes
et se coupant au centre. Pour les inversions elliptiques les asymptotes sont
imaginaires et 'on peut parles dans le domaine réel de points généralisant les
points de Poncelet mais pour les inversions hyperboliques, les asymptotes sont
réelles.

Produit de Deux Inversions.

1. Les inversions ont méme centre.

M a pour inverse M’(v) dans l'inversion ou = k et M’ a pour inverse M (w =
azx” +i(e)by”) dans linversion vo = k’. Il s’ensuit que M a pour homologue
M" dans 'homothétie

k./
p— ki’ul
2. Les deux inversions ont des centres différents.
Ce sont les inversions

w
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Figure 1

PM,.PMy = \/]a2(z, — 20)? £ b2(y1 — 2)|x

x+/]a2(za — 20)2 £ b2(ya — yo)2 = PZW'I.PM’2

Eliminons v et multiplions par u

(w—a)(k —au) =FKu (5)

Introduisons le symétrique u’ de u par rapport a 1’axe radical.
On écrit (voir figure)

uta =203 (6)
Remplagons dans (5) et développons

awt’ + (k' — 042)1]/ + (k = 2aB)w — ak + 20%3 —2K'3 =0

Nous identifions avec I'inversion de centre v et de puissance k"
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(=)@ —v) =K'

et les conditions

—ay =k —a? (7)
—ay=k—2ap (8)
a(y? — k") = 2a%6 — ak — 2k'3 9)

Les conditions sont compatibles en prenant pour (3 ’abscisse de ’axe radical
et la condition (9) donne tous calculs faits

P

==
Le produit de deux inversions est le produit d’'une symétrie par rapport a ’axe
radical des deux ellipses ou des deux hyperboles d’inversion par une inversion

. / 7’ . . . .
de puissance %, « étant la distance des centres pour les coniques d’inversion.

Points Invariants.

Ce sont les points w = u, d’ou avec (5)

u? —28u+k=0

Ce sont les coniques dégénérées du faisceau qui ne sont réelles que pour 82 > k,
et u = 3+ ¢e+/B? — k pour les inversions hyperboliques.

Dans les inversions elliptiques il faut envisager le cas v = u et l'intersection
d-une ellipse d-inversion avec ’axe radical u +a = 28 et uu = k, d’ou u =
B+tivk— (52

qui n’est réel que pour k > 2.
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